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Resumo: O presente trabalho apresenta as duas fases iniciais (analises preliminares e a analise
a priori), balizado por uma perspectiva de Engenharia Didatica de 22 geracdo — ED2, com o tema
envolvendo o estudo de propriedades da Sequéncia dos h(x)-Polinémios de Jacobsthal — SPJ. O
tema mencionado possui derivacdo e generalizacdo imediata a partir da emblematica sequéncia
estudada por E. Jacobhsthal (1882 — 1965) e, hodiernamente, ainda preserva intenso vigor
investigativo, relevado em um extenso conjunto de artigos cientificos discutidos ao decurso do
estudo. Desse modo, a investigacdo de carater eminentemente tedrico, apresenta roteiros de
ensino e transposicdo didatica, visando suscitar orientacdes e um viés de explora¢do no ensino
académico para determinadas propriedades da SPJ, rotineiramente ndo pormenorizadas nos
trabalhos cientificos em Matemadtica Pura e Aplicada. Por fim, com origem nos pressupostos de
uma ED2, finaliza com a indicacdo e alguns conteldos para o aperfeicoamento no ensino
académico, no ambito do contexto histdrico, matematico e epistemoldgico.

Palavras-chave: Engenharia Didatica de 22 gerac¢do, Sequéncia de Jacobsthal, Ensino, Histdria.

Abstract: The present work presents the two initial phases (preliminary analysis and a priori
analysis), based on a 2nd generation Didactic Engineering perspective - ED2, with the theme
involving the study of the properties of h(x)-Polinomials of Jacosbthal - SPJ. The subject
mentioned has an immediate derivation and generalization from the emblematic sequence
studied by E. Jacobhsthal (1882 - 1965) and, presently, still preserves intense investigative vigor,
highlighted in an extensive set of scientific articles discussed during the course of the study. In
this way, the research of an eminently theoretical nature, presents didactic teaching and
didactical transposition, aiming at provoking orientations and an exploration bias in the
academic teaching of certain properties of the SPJ, routinely not detailed in the scientific works
in Pure and Applied Mathematics. Finally, based on the assumptions of an ED2, it ends with the
indication and some contents for the improvement in academic teaching, within the context of
the historical, mathematical and epistemological context.
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1. Introducao

Reconhecidamente, algumas praticas e os rituais indefectiveis de ensino, no locus
académico, a despeito de duas décadas da constatacdo e do questionamento dos métodos
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empregados, tendo em vista a melhoria do ensino e da aprendizagem, evidenciam um status
inercial e de carater pouco evolutivo, sobretudo, quando nos atemos ao carater diferenciado do
emprego da tecnologia em sal de aula, que proporciona/catalisa itinerarios diferenciados para
a exploracdo e para a abordagem de conteldos e/ou assuntos especificos.

De fato, apesar de que, podemos constatar um acUmulo, ndo necessariamente
sistematico e ainda programatico, de uma profusdo de investigacdes (em Educacdo
Matematica); algumas com o foco na formacdo do profissional (inicial e continuada) e nas
concepgBes hegemonicas, recorrentemente veiculadas em sala de aula. Ainda determinadas
distorcdes, obsolescéncias, equivocos e algumas incongruéncias precisam de maior atencao,
vigilancia e de superacdo. Nossa perspectiva se alinha ao prisma da constatacdo da timida
repercussdo ou impacto no aperfeicoamento efetivo e na qualidade pretendida do ensino e da
aprendizagem em Matemidtica, com ambito escolar e académico (ALVES & ALVES DIAS, 2017).

Dessa forma, de modo particular, em nossos trabalhos (ALVES, 2016a; 2016b; ALVES &
CATARINO, 2016) desenvolvidos com o interesse de discussdo histdrica e epistemolégica, temos
guestionado a proposicdo de expedientes, no contexto de ensino de Matemadtica por meio de
sua Histdria que envolvem uma énfase de elementos que nao proporcionam um entendimento
sobre o vigor histérico indene da Matematica, concernentemente aos seus elementos de ordem
epistemolégico-evolutiva. Ademais, apesar de que propiciam um cenario do estddio de
nascedouro de teorias, conceitos ou objetos matematicos, pecam no ensejo de veicular uma
percepcdo constantemente atualizada e contigua da pesquisa sobre determinados assuntos.

Por outro lado, tendo em vista que alguns dos assuntos matemadticos abordados em
nossos trabalhos, dizem respeito, em maior ou em menor substancia, da discussdao apenas em
artigos cientificos de Matematica Pura ou Aplicada, propugnamos um viés de sua estruturacao,
divulgacdo e de um planejamento sistematizado, por intermédio da descricdo de situagdes
estruturadas de ensino, com énfase em seu cardter historico, matematico evolutivo e
epistemoldgico (ALVES, 2016a; 2016b; 2016c; 2016d; ALVES & CARARINO, 2017a; 2017hb).

Isso posto, nas segdes subsequentes, desenvolveremos e descreveremos as duas
primeiras fases classicas previstas por uma Engenharia Didatica — ED (analises preliminares e
anadlise a priori, com a concepg¢do de situacSes de ensino). Todavia, tendo em vista o estadio
evolutivo das vertentes da ED, internacionalmente conhecidas como Engenharia Didatica
Classica ou de 12 geragdo — ED1 e a Engenharia Didatica de 22 geracdo — ED2, restringir-nos-
emos aos elementos propugnados e assumidos pela segunda vertente (ED2), tendo em vista que
a mesma direciona maior atengao ao papel e a fungao do professor, enquanto agente construtor
de situagcGes para o ensino, da eficacidade dos modelos de sua mediagdo (transposicdo didatica)
e das transformacdes e alteragbes necessdrias aos conhecimentos matemadticos que, devem
permitir, inexoravelmente, o alcance e o entendimento por parte dos aprendizes. Na se¢do
subsequente, delinearemos alguns aspectos histéricos, matematicos e epistemoldgicos capazes
de explicar o progresso matematico evolutivo de algumas sequéncias numéricas de segunda
ordem.
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2. Alguns aspectos historicos evolutivos da Sequéncia de
Jacobsthal - S]

Siegmund-Schultze (2009, p. 327) Ernst Jacobsthal foi um tedrico dos nimeros que tinha
sido expulso de Berlim e se tornou um refugiado a Noruega e Suécia em 1939 e 1943. Ele foi
aluno de Ferdinand G. Frobenius (1849 — 1917). Como no caso da sequéncia de Fibonacci,
sequéncia Lucas, sequéncia Pell, sequéncia de Padovan, sequéncia de Perrrin, Sequéncia de
Mersenne, sequéncia de Narayana, encontramos uma heranga enorme e variada de modelos,
propriedades, teoremas e Implica¢Ges recentes para outros ramos especiais em Matematica,
derivado do trabalho de Jacobsthal e, em particular, o processo de generalizacdo da sequéncia
Jacobsthal (ver figura 1 abaixo).

6\'& ¢'¢( 7‘@:.&-(«_(_

Figura 1. Ernst Erich Jacobsthal (1882 — 1965)

Sem duvida, a seqliéncia de Fibonacci preserva um cardter de interesse e, a0 mesmo
tempo, de mistério, em torno das propriedades numéricas de uma sequéncia que se origina a
partir de um problema relacionado com a reproducao infinita de pares de coelhos (Alves, 2017).
Por outro lado, em vérios livros de Histéria da Matematica no Brasil e em outros paises (Eves,
1969, Gullberg, 1997; Herz 1998; Huntley, 1970), nés apreciamos um interesse ingénuo, que
geralmente enfatiza propriedades eminentemente bdsicas, pitorescas, contistas e triviais
relacionadas a esta sequéncia. Este tipo de abordagem (do tipo curiosidade histdrica) pode
fornecer uma compreensao estreita e incongruente da sequéncia de Fibonacci, principalmente
sobre o estagio evolutivo atual da mesma (Alves, 2017A, 20178, 2016A; 2016b; 2016c; 2017).

Por outro lado, a formulagdao de outras sequéncias numéricas recursivas de segunda
ordem é uma consequéncia da evolug¢ao e a mobilizagao de varios matematicos e especialistas
em torno particularmente derivados e modelos generalizadas. Por exemplo, a sequéncia
habitual Jacobsthal {Jn}, n e IN é definida por e representado com a seguinte recorréncia
J,=J,,+2),,,n=2, com as condi¢des iniciais J,=0,J; =1. Consequentemente,
podemos descrever os seguintes conjuntos de nimeros {J,}:{0,1,1,3,5,11,21,43,85171,.. }.
Na figura abaixo, vemos um fragmento de um livro de E. E. Jacobsthal (1882 - 1965). Notamos o
uso de representa¢des de matriz e a descrigdo de uma segunda ordem de sequéncia recorrente
homogéneos que, para o caso x = 1 podemos determinar a seqiiéncia de Fibonacci e, quando x
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= 2, teremos a sequéncia numérica, de segunda ordem, recorrente de Jacobsthal que
buscaremos discutir minuciosamente ao decurso do trabalho.

werte z eintreten. Um diese zu charakterisieren, hemerke ich, d'xB die Sub-
stitution (5) sich auch in der Form

‘\6) 5 ( 2 (n=0,1, 2, )

schlelben liBt Diese Gleichung sieht nach Ausrechnung der Potenz (1‘0)
g0 aus:

S 1, Xl
(7 2 n n 1)5 (,,_-_0,1,2,,,,,._,
N ) 7 n-—twf:x—- 0 . 3

Hierin bedeutet f,, = 7,(#) cine ganze ganzzahlige Funktion von @, die dem
Rekursionsgesetze :
(8) fats=Fat Bfacys Fo1=0, fo=1, (n=0,1,2,:9

geniigt. ‘Bekanntlich sind die Zahlen £, (1) die sogenannten Fibonaccischen
Zahlen. Man nennt daher die Polynome f,(«) die Fibonaccischen Polynome.

Figura 2. Jacobsthal (1919 - 1920) descreve 0s primeiros valores numéricos para a seqiiéncia, que produz
a sequéncia Jacobsthal (para x = 2).

De forma semelhante ao caso da seqiiéncia de Fibonacci {f*n}nelN , seqliéncia Lucas
{L—n}nem ou Pell {P*n}nelN que é indicada por (Alves, 2017a; 2017b), podemos observar o
seguinte processo de descricdo e extensdo para os indices inteiros correspondentes, como se
segue na figura 3. De modo semelhante ao caso das outras sequéncias numéricas mencionadas,
um processo natural de extensdo ao campo de indices inteiros que pode ser perspectivado

abaixo, a partir da descri¢do das sequéncias para indices a esquerda do nimero natural n=0.

Figura 3. Anita (2016) descreve os primeiros valores numéricos correspondentes

A partir de um trabalho de Horadam (1978), podemos considerar que
J,=J,,+2J,, e, dessa forma, teremos:

Jh =1+2‘J”‘2 =1+2;.
‘]nfl Jnfl Jn*1
‘] n—-2
A partir da divisao conveniente do termo acima, podemos tomar ainda da formA =J7n
n-1

Por conseguinte, teremos a expressao:
1 1

i P S S PPN
Jn—l ‘Jn—l tn—1
‘Jn—2

Dando prosseguimento ao raciocinio, assumiremos que existe

t
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limt, =lim Iy =J

n—o n—co J

n-1
Sendo assim, ao tomarmos o limite, de ambos os lados, na expressdao anterior,
deveremos encontrar:

. . 1 . 1 1
J=limt, =lim{1+2— |=1+2lim| — |=1+2=..J°-J-2=0
n—oo n—oo tn—l n—oo tn—l J
A partir da equacgdo anterior, determinaremos, facilmente, as seguintes raizes:
a=2,=-1. Agora, iremos empregar o termo geral, previsto pela Teoria das Equag¢des
homogéneas recorrentes lineares (PAULE & KAURERS, 2011) que permite escrever
J,=8,-2"+a,-(-1)" e, levando em considerag&o os valores iniciais J, =0, J; =1. Portanto,

determinaremos o seguinte sistema com duas equagdes:

{Jo —a,-2°+a,-(—-1)°=0
1 1
J,=a-2+a,- () =1

Facilmente, resolvendo acima e determinando as duas incégnitas, vemos ainda que:

{ai"'azzo .ai_la 1
AT =T
2a,—a, =1 3 3
Portanto, teremos o seguinte termo geral, de ordem ‘n’, e que permite determinar
qualgquer elemento presente, de modo explicito, na sequéncia recorrente de Jacobsthal, que
indicaremos por

2n _ (_1)[1

J, = —(‘v’n e IN )
3
Ora, antes de prosseguirmos em nossa constatacao inicial dos tragos (epistemoldgicos)
evolutivos da sequéncia que estudamos, vejamos o seguinte lema. (_1)n+1
Lema 1: Para todo inteiro ‘n’ positivo, podemos determinar que-an = T J,

Demonstracdo: Desde que o termo geral, para indices inteiros positivos foi determinado
anteriormente por ] 2" —(-D"

" 3
Agora, vejamos que:

. 2—n—1 _ (_1)—n—1 B
3

J ., =1

eyt @D e (U2 (D 0 ()2

3 3 1 3
1 (_1)n+1
(_l)n+2 ( - 72n+1 ) (_1) n+2 (2n+1 _ (_1) n+1) (—l) n+2
= x = 1 : = T Jnia-
1 3 2" 3 2"
Assim. vi o (-
ssim, vimos que ocorre a seguinte igualdade ] =J =———7 ., VnelN.
—(n+1) —-n-1 2n+1 n+1?
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2n _ (_1)!’]
3

Com origem no modelo descritivo do termo geral anteriord | =

Podemos constatar, ainda, um interesse sistematico, por parte de vdrios especialistas,
no sentido de generalizar as propriedades e elementos invariantes distinguidos da sequéncia de
Jacobsthal. Desse modo, apresentaremos uma pequena lista de definicdes matematicas.

Defini¢do 1: Os niumeros da forma {Jj},n e IN, definidos pela seguinte forma geral

3= 2EY o022
s+1

determinam os niumeros da s-Sequéncia de Jacobsthal (ANATASSOV, 2011).

Defini¢do 2: Os numeros da forma {Jrf‘t} ,N e IN , definidos pela seguinte forma

\]:t — Sn _(_t)n
S+t

geral
,N>0,t,s>2,5#—

determinam os numeros da (s,t)-Sequéncia de Jacobsthal (ANATASSOV, 2011).

As duas definicGes matematicas acima presentam o interesse e o desenvolvimento
constante de pesquisa, com o intendo de generalizar as propriedades derivadas da sequéncia

original. Por exemplo, podemos constatar que obtemos
2" —(-D"
s=2..J,=73; :—é ) .

E, alguns casos particulares iniciais podem ser constatados, da seguinte forma JS‘ =0,

Jo=1,J;=s-1, 3 2_ 4_

1 2 35S +1_ (s+D(s s+1):(52_s+1)’ J::s 1233_52+S_1
5,1 s+1 s+1 s+1

J;:S.Jr =s*'—s’+s° —s+1.
s+1

Acima apreciamos os valores iniciais para a s-Sequéncia de Jacobsthal. Por outro lado,
para os valores inicias da (s,t)-Sequéncia, que define os nimeros do conjunto {J,f‘t} ,nelN
podemos observar:

1 2 42 3,43 2 2
Js’t:O JS,t:S +t=1JS,t=S _t :S—t J;J:S +t :(S+t)(s St+t ):SZ_St+t2
O st TP s+t ' s+t s+t
4 4 3 2 2 3
s’ —t S+t)(s”—st+st®—t
It = _ s+1)( ) =s®—s’t+st? —t3
S+t S+t
S +t° (s+t)(s* =St +5%t2 —st® +t* s® —t°
It = _ 5+ ):34—33t+szt2—st3+t4, Jot="——-=
S+t S+t S+t

_(s+1t)-(s® —s*t+5%% —s?t® + st —t°)
(s+1)

Anatossov (2011, p. 38) define, ainda, o nimero da forma J rt]'_t = lim
s——t

=8° —s*t +5%? —s?t® +st? —t°.

Sn _ (_t)n
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Nesse caso, emprega alguns procedimentos do Cdlculo Diferencial, como a regra de
L'Hospital, a fim de determinar a seguinte forma fechada para os nimeros da forma J;”t.

Consequentemente, Anatassov (2011) determinouque J% ° =n-s" ', n>1.

d d d
Ss—or) Ls)- Ly .
Jt’7t=|im dS( )=||m dS( ) dS( ):”mLO:n.(_t)nl
;= lim G fm = ShT 1
—(s+1) —-(s)+0
ds ds

Cabe comentar e apresentar ainda a seguinte formula de recorréncia indicada e
formulada por Silva, Andrade & Silva (2015, p. 1), de acordo com a seguinte definicdo abaixo.

Definicdo 3: Os nimeros da forma {Jns} ,N € IN, definidos pela seguinte regra de
recorréncia J.° =(s—1-J,,°+s-J,,°,YN=2 com as condigdes iniciais
J,>=0,J,° =1 (SILVA, ANDRADE & SILVA, 2015).

Antes de deflagrarmos a se¢do subsequente, vejamos uma outra espécie ou forma de
derivacdo e de generalizacdo da sequéncia de Jacobsthal. Para tanto, apreciamos as seguintes
definicdes matematicas formais.

Definicdo 4: Os nimeros da forma {Jn(x)},n € IN , definidos pela seguinte regra de
recorréncia J  (x)=J_(x)+2x-J,,(x),n >0 com as condicles iniciais Jy(x)=0,J,(x) =1
(HORADAM, 1997).

Mais uma vez, podemos determinar alguns dos seus valores (polinbmios) iniciais:
n=1..J,(x)=J,(X)+2x-J,(x) =1, n=2..3,(x)=J,(X)+2x-J,(X)=1+2X, n=3..
n=3..J,(x)=J;(X) +2x-J,(X) =1+ 2x+2x-1=1+4x, n=4..J.(X) =J,(X)+2x-J,(X) =
=1+4X+2X-(1+2X) =1+ 6X+4x>.

Na figura abaixo, divisamos uma lista preliminar descrita nos trabalhos de Horadam

(1996, 1997) sobre a Sequéncia Polinomial de Jacobsthal — SPJ (definida acima). Cabe observar
o laborioso calculo operacional, na medida em que lidamos com os indices ‘n’ cada vez maiores.

Jp(x) =0 Jo(x)=1+8x+12x?

Jy(x) =1 Jo(%) =1+ 10x + 24x? + 8x>

Jy(x) =1 Jo(x) = 1+ 12x + 40x% +32x°
Jy(x)=1+2x Jo(x) = 1+ 14x + 60x? +80x” + 16x*
J(x)=1+4x Jio(x) =1+ 16x +84x? + 160x> +80x*

J(x) = 1+ 6x + 4x*

Figure 4. Horadam (1997) desenvolveu uma listagem dos primeiros elementos presentes na sequéncia
polinomial de Jacobsthal.

Mas, a fim de remediar o grande custo operacional que antevemos da figura acima,
vamos adotar a seguinte representagdo matricial, na variavel ‘x’.

0 1
Ch(x) (x)= (h(x) :J
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A matriz acima é definida no trabalho recente de Catarino & Morgado (2015) e que,
introduzem ainda uma outra generalizacdo da defini¢do 4, que passaremos a apresentar agora.

Definigdo 5: As funcdes polinomiais da forma {Jn(X)} ,n e IN, definidos pela seguinte
regra de recorréncia J, .. (X) =J, (X)) +h(X)-J,, ., (X),n>0 com as condigdes
iniciais J, ,(X) =0,J,,(X) =1, aonde h(X) é um polindmio arbitrario qualquer, determina a
h(x)-Sequéncia Polinomial de Jacobsthal — h(x)-SPJ. (CATARINO & MORGADO, 2015).

De imediato, no caso particular para h(X) = 2X, determinamos

0 1
c) :(Zx 1)

Desse modo, determinaremos as seguintes poténcias:

) 2x1 1
C'(x)=
2x-1 2x+1

C) :( 2x-1 2x+1j :[ZX- J,(X) Jg(x)j, c ) =(2x(1+ 2X) 4x+1 j
2X(2x+1)  4x+1) (2x-3,(x) J,(X) 2X(1+4x) 4x*+6x+1
50 :( 2x(4x+1) 4x? +6x+1} ') :[ 2x(4x+1) 4x? +6x+1j
2X(4X* +6x+1) 12x* +8x+1 2x(4x* +6x+1) 12x*+8x+1
’C7(X)=(2x(4x2+6x+1) 12x2 +8x+1 j
2Xx(12x* +8x+1) 8x>+24x* +10x+1

Dessa forma, da relacdo de recorréncia da definicdo 5, poderemos determinar que
n=1.J,,(X)=J,,(X)+h(X)-J,,(x)=1, n=2..7J, ;(X)=J, ,(X) +h(x)- I, ,(X) =1+h(X),
n=3.. Jh,4(x) = Jh,s(x) +h(x)- Jh,z (X)=2h(x)+1, n=4.. Jh,5(X) =
Jna () +h(X)- 3, 5(X) = 2h(x) +1+ h(x)(L+ h(x)) = h(x)? +3h(x) +1. E,

assim, sucessivamente, para os valores subsequentes dos inteiros n>0.

Nosso ultimo exemplo recentemente introduzido na literatura foi extraido do trabalho
de Falcon (2015). Com efeito, para um numero real positivo qualquer k IR, apresentamos
uma ultima defini¢cdo formal.

Definigdo 6: Definiremos o k-numeros de Jacobsthal, como os elementos do conjunto
{Jk n},n eIN e ainda determinados pela seguinte relagdo de recorréncia
Jina=dkntK-Jp1,N=1. Os valores inicias assumidos por Falcon (2015) s&o

J0=0J,,=1.

Na figura abaixo, divisamos alguns dos valores iniciais determinados pela relagdo de
recorréncia definida por Falcon (2015). Por outro lado, quando definimos a seguinte matriz 2x2

01
C, :( j poderemos determinar ainda os seguintes casos (ver figura 5):
2x2

k

, (k1 1 , k-l k+l . [k(k+)  2k+1
C’= , G = » GO = 2
k-l k+1), . k-(k+1) 2k+1) . k-(2k+1) k“"+3k+1) .
CS:{ k-(2k +1) k2+3k+1j co_[ k(K +3k+D) 3K+ k1
© ke +3k+D) K +ak+1), 0 T (k32 44k +1) K +6K2+5k+1)
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cT k- (3k?+4k +1) k®+6k*+5k +1
© {k-(k®+6k?+5k+1) 4k®+10k*+6k+1),

S =1 Jis =1+3k+k?
S = >
2 S, =1+4k+3k7
Joa=1+k | ) .
g2 =14+5k+6k"+k
Jea=1+2k ’

Figure 5. Falcon (2015) apresenta uma listagem inicial dos elementos definidores dos k-nimeros de
Jacobsthal

Nos pardgrafos predecessores, abordamos, de forma sucinta, um conjunto de seis
definicdes matematica que confirmam um processo matematico e epistemoldgico evolutivo,
intimamente determinado a condicionado pelo modelo estudado e discutido inicialmente por
Erns Jacobsthal. Com o escopo de vislumbrarmos o viés histérico e epistemoldgico objetivado
aqui, trazemos ao leitor na tabela | abaixo, informacbes simplificadas e visceralmente
condicionadas pelo processo de generalizagdo ininterrupto e as modificacGes progressivas da

definicdo original, introduzida e estudada sistematicamente em 1919 — 1920 por Jacobsthal.

Tabela I: Descricio epistemoldgico-evolutiva das definicdes derivadas da Sequéncia de
Jacobsthal.

DEFINICAO MATEMATICA DESCRICAO
J,=3,,+23,,,n=2 Descrigdo da sequéncia numérica
recorrente de Jacobsthal em 1919 —
J,=0,J,=1 1920.
2" _ (_1)n Descricao do termo geral de ordem
J, = T3 (*) termo geral da sequéncia. ‘n’ para a sequéncia de Jacobsthal.
n_ (=" Descrigdao do termo geral de ordem
s_s —(=1
J, = o1 Nn=0,s=>2.(ANATASSOV, 2011) ‘n’ para a s-sequéncia de Jacobstha
S+ que generaliza o termo geral (*).
ot s" — (—t)n Descricao do termo geral de ordem
J>t = st n>0,t,s>2,s#—t ‘n’ para a (s,t)-sequéncia de
Jacobsthal.
(ANATASSOV, 2011)
Jml(x) =J, (X) +2x- \]nil(x), n>0 Descrigdo das fun¢des polinomiais de

(HORADAM, 1996; 1997) Jacobsthal, na variavel real ‘x’.

Jh,n+1(x) = \]h'n (X) +h(x)- Jh’nil(x), n>0 Definigdo da h(x)-Sequéncia

Polinomial de Jacobsthal, aonde h(x)
(CATARINO & MORGADO, 2015) ~ . . o
funcdo polinomial arbitraria.

Jenn=k-J, +2-J, . ,n>1, Jk 0= 0, Jkl =1 k-sequéncia de Jacobsthal,
' ' ' ' ’ envolvendo um parametro.
(JHALA; SISODIYA; RATHORE, 2013)
‘]ns — (S —l) . ‘]n—ls +S- ‘Jn—zsl n>2 Descrigdo de recorréncia para os s-

ndmeros de Jacosbthal.
J,° =0,J3;° =1 (SILVA, ANDRADE & SILVA , 2015).

Jena =dent k- J, ,4,N=1. (FALCON, 2015) Descrigdo dos k-numeros de
' ' ' Jacobshtal.

Fonte: Elaboragdo dos autores.
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Desse modo, assinalaremos alguns dos elementos que objetivam delinear os interesses
sistematicos subsequentes em nossa investigacdo. De fato, podemos depreender que:

(i) os textos (e/ou artigos) consultados, que se constituem de artigos cientificos de Matematica
Pura e Aplicada, sdo desprovidos de uma acao de mediacdo intencional, que visa proporcionar
conteldos de formacdo para professores de Matematica que atuam no /ocus académico;

(i) os textos (e/ou artigos) consultados, que se constituem de artigos cientificos de Matematica
Pura e Aplicada, assumem um estilo sincopado e cifrado, que proporciona encobrir uma série
de propriedades e simplificagdes que podem auxiliam o exame e o entendimento de varios
argumentos presentes no texto, intimamente vinculados ao modelo numérico de Jacobsthal;

(iii) recursos computacionais podem ser empregados a fim de desenvolver um expediente de
propriedades e vislumbrar rotinas para o ensino de contetdos relacionados com a Sequéncia de
Jacobsthal que possui uma circulacao cientifica restrita ao periddicos especializados;

(iv) recentes propriedades matematicas (generalizadas) sobre a Sequéncia de Jacobsthal no se
mostram discutidas ou abordadas pelos compéndios especializados de Histéria da Matematica.

Desse modo, assinalaremos alguns dos elementos que objetivam delinear os interesses
subsequentes em nossa investigacdo. Desse modo, assinalaremos o seguinte objetivo:
Desenvolver, descrever um roteiro ou transposi¢do didatica com a sequéncia de Jacobsthal.
Tendo em vista a necessidade de uma metodologia de pesquisa e de uma metodologia de
ensino, em carater de complementaridade, adotaremos a ED2, tendo em vista nosso interesse
na acdo e mediacdo do professor e, no tocante ao ensino e abordagem, balizaremos nossa
perspectiva na Teoria das Situa¢des Didaticas — TSD (BROUSSEAU, 1998), como referéncia para
a metodologia de ensino e a¢do planejada e preditiva para o professor de Matematica.

3. Engenharia Didatica

Douady (1995, p. 2) comenta que o matematico francés Henri Léon Lebesgue (1875 —
1941), no inicio do século, manifestou sérias preocupacdes sobre as condicdes de ensino e a
formacao do professor. Os esfor¢os mais recentes sao desenvolvidos em todo os paises.
Menciona ainda que reformas de programas foram decididos, decisGes pedagdgicas tomadas.
Nesse contexto preocupante, Douady recorda que “sob a impulsdo de pesquisadores de
horizontes diferentes: matematica, psicologia, ciéncias da educagdo, e também linguistica,
histdria, sociologia, sobretudo na Franga [...]” se observou forte mobilizagdo de mudangas e
substituicdo de paradigmas no campo do ensino de Matematica.

Dessa forma, a partir dos anos 80, foram criados na Franga, centros universitarios,
espalhados em todo o pais que, de modo prosaico, impulsionaram a organizagao e trabalho
conjunto de varios profissionais, de matizes e formacgdGes variadas, realmente preocupados com
melhorias no sistema de ensino. Chamados de Institutos de Pesquisa sobre o ensino de
Matematica (Institut Universitaire de Recherche sur L’Enseignement des Mathématiques —

III

IREM), por intermédio do estabelecimento institucional e “transversal” desta estrutura de ideias
possibilitou, segundo Douady (1984, p. 2), a evolugdo de pesquisas levando em consideragdo os

trés pdlos: “professor, alunos de Matematica e sistema de ensino”.
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Deparamos o surgimento da terminologia Engenharia Didatica — ED que, a despeito da
evolugdo de suas premissas, foi usada para designar/envolver um modus operandi de
investigacdo ou ainda como “uma metodologia para a analise de situagdes didaticas” (ROBINET,
1983, p. 2). Recordamos que “o termo da Engenharia Didatica designa um conjunto de
sequéncias de classes concebidas, organizadas e articuladas no tempo, de maneira coerente por
um professor-engenheiro, com o fim de realizar um projeto de aprendizagem para uma
populacdo determinada de alunos” (DOUADY, 1995b, p. 62). Cabe acentuar que, de acordo com
Artigue (2015, p. 467), a “concepcdo de design de investigacdo e a regra precisa em uma
pesquisa depende, fortemente, de uma cultura educacional”. E, neste caso, fazemos referéncia
a cultura didatica francesa (ARTIGUE, 2015).

Margolinas & Drijvers (2015, p. 893) recordam que a Engenharia Didatica (ED), na Franga,
a disseminacdo e delimitacdo de um campo de estudos, direcionados e preocupados com os
estilos de investigacdo e praticas de intervencdo controladas, que passaram a receber o status
de design de investigacdo, isto é, um paradigma metodoldgico que possa indicar o processo de
conducdo sistematica de certas investigacdes que, quase de modo predominante, evolvem a
intervencdo nos espac¢os educacionais (GONDINO et all, 2013, p. 3). Logo mais adiante,
Almouloud & Silva (2012, p. 26) explicam e distinguem duas vertentes importantes:

[...] a nogdo de Engenharia Diddtica (cldssica ou de primeira geragGo) emergiu na diddtica
da matemdtica no inicio dos anos 1980. Primeiramente em 1982 por Yves Chevallard e Guy
Brousseau, depois, em 1989, por Michéle Artigue. Ela foi apresentada como uma
metodologia de pesquisa suscetivel de fazer aparecer fenémenos diddticos em condigées

mais proximas possiveis do funcionamento de uma sala de aula cldssica.

Em todo caso, retomaremos ainda as duas tendéncias distintas da Engenharia Didatica
classica ou de 12 geragdo (ED1), compreendida como uma metodologia que visa o estudo dos
fendmenos didaticos, que possam permitir o estudo controlado dos fen6menos em sala de aula,
bem como, uma perspectiva de ED, visando o desenvolvimento de recursos de formacdo
profissional que, segundo a tradi¢ao, tem recebido a denominagdo de Engenharia Didatica de 22
geragdo (ED2) ou engenharia de formacgdo. Restringir-nos-emos aos aspectos caracteristicos
relativos com a ED2. Para a apropriacdo de um entendimento preciso a respeito da nossa
perspectiva de analise afetada pel ED2, apreciamos as seguintes ponderag¢des de Pastré, Mayen
& Vergnaud (2006, p. 146 — 147) quando agregam ainda a terminologia de engenharia de
formagao o que concorre para um ponto de vista que assume condig¢do central para o professor.

E um campo de prdticas que consiste em construir dispositivos de formagdo correspondentes
as necessidades identificadas, para um publico dado, no quadro do seu meio de trabalho. A
formacgdo escolar possui, como tendéncia, a descontextualizagdo das aprendizagens. A
engenharia da formagdo deve, precisamente, insistir no contrdrio, sobre o contexto social,
no qual devem ser efetuadas a aprendizagem dos adultos em formagdo. [...] A engenharia
de formacgdo se concretiza, principalmente, a partir de duas prdticas: andlise das

necessidades e dos dispositivos de formagdo [...]
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Oriundo de contexto ampliado, os autores acima discutem a tendéncia da didatica
profissional (didactique professionnelle) que, em sua origem, deve ser centrada nos dispositivos
eficazes de formacédo de profissionais. Margolinas (2004) aponta um entrave recorrente.

Na pesquisa educacional, incluindo as engenharias, sempre se relacionam com o professor,
como um "participante ou é o destinatdrio dos trabalhos. Mas o papel do professor como
um "objeto modalizdvel” foi de longa e de dificil construgcdo. Eu irei situar inicialmente
localizado no meu primeiro trabalho sobre este assunto no dmbito da pesquisa para o
desenvolvimento da teoria das situagdes, E irei expor, em particular, as dificuldades do papel
do professor conhecido dede o inicio dos anos 90. (MARGOLINAS, 2004, p. 12).

Para exemplificar, trazemos um estudo recente de Tempier (2016) que apresenta dados
de uma investigacdo balizada pela ED que pode ser enquadrada no viés de 22 geragao, posto
que, Tempier (2016) manifestou o interesse “em uma metodologia que leva em consideragdo
ciclos de concepcdes de uma fonte e experimentos para professores, mediante a comparacao
da analise a priori e a posteriori”.

Tempier (2016, p. 263) recorda o problema levantado, originalmente, pela autora
Margolinas et all (2011), na Francga, tendo em vista a dificuldade de divulgacdo e disseminacdo
dos pressupostos (fundamentos) da ED como produtos efetivos para o ensino atual. Neste
sentido, “o problema ndo é apenas o relacionado a determinacdo e implementacdo dos
principios tedricos que orientam a engenharia diddtica. Também estd relacionado as
possibilidades para que os professores adaptem esses principios as condi¢cdes de ensino comuns
" (PERRIN-GLORIAN, 2011, p. 60).

Tempier (2016, p. 264) recorda que Perrin-Glorian propds a metodologia de ED para o
acumulo de fontes de recursos primarios para a formacdo de professores. O carater de
imprescindibilidade comentado por Tempier repousa em duas questdes fundantes: (a) A
relevancia das situagdes: as situagdes permitem que os alunos construam o conhecimento
matematico pretendido (como nas engenharias de 12 geracdo); (b) A adaptabilidade (e
reproducdo/replicacdo) das situa¢Bes ao ensino comum: que as adaptacdes realizadas pelos
professores durante a implementagdo das situagdes (como nas engenharias de 22 geracgdo).

Assim, na sec¢do subsequente, ao assumirmos como pressuposto maior interesse pelas
questdes apontadas acima, indicadas no item (b), descreveremos a primeira fase de uma ED.

4. Analise a priori

Diante do interesse declarado desde a segdo inicial, acentuamos nossa atengao maior
pelo item (b) (apontado acima). A presente etapa, seguindo o procedimento standard das
investigacOes dessa vertente, busca responder as questdes levantadas e validar, refutar ou
modificar as hipdteses indicadas ha pouco. E, dando continuidade, “o pesquisador deve elaborar
e analisar uma sequéncia de situa¢des-problema” (ALMOULOUD, 2007, p. 174).

Na fase atual, manifestamos um profundo interesse pela “determinacdo e sele¢do dos
elementos que permitem os comportamentos dos estudantes e seu significado” (ARTIGUE,
1995, p. 45). Por tal via, de modo sistematico e seguindo a tradi¢gdo dos estudos dessa vertente,
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patenteamos uma parte descritiva e outra parte preditiva do presente aparato conceitual,
embora desconsiderando sua ulterior confrontagdo com eventuais dados empiricos
circunstanciados (que ndo deve ser realizada em nosso trabalho). Outrossim, recordamos que
em um processo de ensino, “o professor coloca em jogo um meio relativamente ao qual o aluno
deve interagir. Tal interagdo é produtora de conhecimentos” (MARGOLINAS, 1995, p. 344).

E, ainda, em todas as fases dialéticas previstas pela Teoria das Situa¢des Didaticas — TSD
(adotada como metodologia de ensino), registraremos a presenca do professor, no sentido do
reinvestimento necessario para o progresso da situacao-didatica (BROUSSEAU, 1986; 1988;
1998). Cabe esclarecer/distinguir um conjunto de elementos predominantemente considerados
nas etapas dialéticas de ensino previstas por uma TSD, a saber:

Situacgdo dialética de acdo.

O aluno é confrontado com uma situagdo de onde se origina um problema. No dmbito de
busca por uma solugdo, ele produz agbes que podem concorrer para a elaboragdo de um
conhecimento na prdtica (em agéo). Em maior ou menor substdncia poderad explicitar suas
razdes, todavia, a situagdo ndo exige. (DOUADY, 1984, apud ARTIGUE, 1984, p. 7).

Situagdo dialética de formulagao.

Condigdes diferentes produzem a necessidade da mudanga de informagées e a criagdo de
uma linguagem para assegurar/permitir tal mudanca. Na situacdo de formulacdo, o
estudante pode justificar suas agdes, todavia, a situagdo ndo exige. (DOUADY, 1984, apud
ARTIGUE, 1984, p. 7).

Situagdo dialética de validagao.

As mudangas ndo concernem apensas com a informagdo, mas, também, com o conjunto de
declaracgées. Se torna necessdrio provar o que foi realizado por meio de uma a¢éo na etapa
passada. (DOUADY, 1984, apud ARTIGUE, 1984, p. 7).

Situacdo dialética de institucionalizagao.

Se caracterizam pelo momento de fixacdo ou convengdo explicita do estatuto cognitivo de
um conhecimento ou saber. (BROUSSEAU, 1981, p. 17).

Na se¢do subsequente, abordaremos com maior detalhamento, pormenoriza¢do e
significacdo dos elementos tedricos apontados, com brevidade, nos trechos acima, a fim de
maior significacdo relativamente ao problema considerado em nossa investigacdo, tendo em
vista o ensino de propriedades generalizadas da Sequéncia de Jacobsthal.

5. Concepc¢ao e modelizacao das situacoes

De maneira semelhante ao destacado por Artigue (2009, p. 4-5), em Nnosso caso, 0 Uso
da ED e da TSD, na fase de experimentagdo, deve proporcionar uma pratica controlada na
intervengdo em sala de aula, de modo que, o pesquisador-professor, em consonancia das
variaveis micro-didaticas eleitas nas duas fases iniciais da ED, consiga predizer as rea¢des dos
aprendizes e interpretar os sentidos produzidos pelo grupo controle. Ademais, recordamos que
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num processo de ensino, “o professor coloca em jogo um meio relativamente ao qual o aluno
deve interagir.

Com origem na discussao das secOes predecessoras, iremos descrever alguns itinerarios
gue permitem a adog¢dao de uma trajetdria de ensino de certas propriedades derivadas da
sequéncia de Jacobsthal. Como temos acentuado, assinalaremos a elaboragdo de situacées de
ensino para a h(x)-Sequéncia Polinomial de Jacobsthal — h(x)-SPJ. Logo em seguida,
apresentaremos trés situacdes problemas, balizadas e estruturadas pela TSD.

De modo preliminar, vamos recordar as seguintes matrizes e suas correspondentes

inversas: 0 1 _i i 0 1 _i i
C(X)={ j,Cl(X)= 2x  2x ,Chm(X):[ j,Chﬁx)(X)= h(x) h(x)
2x 1 10 h(x) 1 1 0

Situagdo problema I: Em um artigo cientifico dos anos de 1990, encontramos a seguinte
definicdo: Os numeros da forma {Jn(X)} ,Ne IN, definidos pela seguinte regra de recorréncia
Ja(X)=J,(X)+2x-J,, ,(X) =1, e com as condigdes iniciais J,(X)=0,J,(x)=1
(HORADAM, 1997). Originalmente, a definicao formal elaborada por Horadam (1997) é indicada
apenas para indices inteiros positivos. Desse modo, que propriedades podem ser identificadas
quando lidamos com indices inteiros quaisquer?

Situacdo de acdo: “A constituicdo do sentido, tal como entendemos, implica numa
interacdo constante dos alunos com situagdes problemadticas, interacGes dialéticas (caso o
sujeito antecipe, finalize suas a¢Ges) [...]” (BROUSSEAU, 1998, p. 117). Dessa forma, alguns casos
particulares podem ser examinados. Vamos considerar a relacdo de recorréncia indicada
Jpa(X)=3,(X)+2x-J, ,(X), com os valores iniciais J,(X) =0,J;(X) =1. Desse
modo, o professor devera estimular as seguintes substituicdes particulares dos indices
negativos, como por exemplo N =0 .. J,(X) = J,(X) +2X-J_,(X) e, assim, vem que
ocorre ainda o casol=0+2X-J_,(X) e, encontrar que

1
J (X)=—
4(X) o
No passo seguinte, pode verificar que N=-1..J,(X)=J_;(X)+2X-J ,(X). Por
conseguinte, deve encontrar 0=i+2x~\] (X) <> 3, (X) = — 1 . No passo seguinte,
continuando o processo: 2X - a (2x)*
nN=-—2..J,(X)=J,(X)+2x-J ;(X) <> 2_1x = —ﬁ+ 2x-J 5(X).
2x+1
Consequentemente, determinar ainda J_3(X) = W Reparemos ainda, logo abaixo:
2x+1 1 4x+1 2x+1
2x)? 2x)? 2x)° 2x)°
C72(X) — ( ) ( ) ,CiS(X) — ( ) ( )
B 1 1 1+2x . 1
2x)" 29! (2x)* (2x)*
AX® +6x+1  4x+1 _12x®+8x+1  2x+1
Cf4 (X) — (2X)4 (2X)4 C75(X) — (2X)5 (2X)3
_4x+1 2x+1 | 4x* +6x+1  4x+1
(2x)° (2x)° (2x)* (2x)*
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Situacdo de formulacao: Com o arrimo dos casos particulares anteriores, a generalizacdo
devera ser evidenciada, como por exemplo, a forma de escrever as poténcias das matrizes
abaixo indicadas.

2x+21 1 i (—1)2 J3(x2) (—1)2* JZ(XZ)
C2(x) = (2x) (2X)7 | _ (2x) (2x)
ot ] e 2 e 00
(2x) (2x) (2x) (2x)
B 4;( +;L 2;( +;L (—1)° J£ (x3 (—1)% J23(x3
C2(x) = (2x) (2x)° | _ (2x) (2x)
1+2x 1 _yae1 I3(X) a2 J2(X)
2 2 ( 1) 3-1 ( 1) 3-1
(2x) (2x) (2x) (2x)
4x* Hox+l Ax+1 = J5(X2 (—1)2 J“(XZ
C(x) = (2x) (2%) _ (2x) (2x)
4x+1 2x+1 a1 I5(X) a2 J3(X)
- 3 — DA (D2
(2x) (2x) (2x) (2x)
~12x +85x+1 2Xx +51 (—1)° J5+l(>5<) (—1)°* Js(xg
C= () (2% 20° |_ (2%) (%)
4x% +6x+1 4x+1 s Js5(X) 512 J54(X)
| | s DT e
(2x) (2x) (2x) (2x)

Situagdo de validagao: Nessa fase, num contexto do “debate da certeza das asser¢des”
(ALMOULOUD, 2007, p. 40), os dados produzidos com origem nas interacGes dialéticas dos
estudantes da fase anterior, com as informacGes e inferéncias empregadas afim de obter a
certeza das relagdes estabelecidas. Com origem nos casos anteriores, o professor (expert)
devera estimular a identificacdo de propriedades algébricas invariantes, tendo como escopo
eleger, com auxilio do grupo de estudantes, uma formula fechada para as poténcias negativas
das matrizes que serd indicada e debatida entre o grupo de estudantes.

(_1)n 'Jn+1(x) (_1)2+1 Jn(X)

C(x) = (2x)" (€29 A
n+1 ‘]n (X) . n+2 ‘]nfl(x) ’ T
(_1) (2X)n—1 ( l) (2X)n—1

Situacdo de institucionalizagdo: Na fase atual, as informacgdes coligidas do grupo de
estudantes e organizadas e encaminhadas pelo professor, devem conduzir o grupo na busca pela
generalizacdo dos resultados. O conhecimento a ser incorporado pelo grupo foi extraido a partir
de uma aprecia¢do dos escritos atuais sobre o modelo de Jacobsthal. O teorema abaixo deverd
ser demarcado pelo professor, como um simbolo de um novo saber a ser incorporado pelo
grupo. O teorema abaixo ndo foi discutido nos trabalhos consultados.

Teorema: Para todo inteiro natural ‘n’, podemos determinar que:
(i (i) (—1)" —J(r;;()’n‘) (1) _32 )((;‘)
C"(x) = 2x-J.,(x)  J.(%) C(x) =
2X- ‘Jn (X) ‘]n+1(X) (_1)n+1 ‘]n (X) (_1) n+2 ‘Jnfl(x)
2x)"* 2x)"*
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Demonstracdo: (i) Por indugdo matematica, vamos observar a seguinte propriedade

2x-J,,(x) J,(x) 0 1)
2x-3,(x)  J,..(x) [2x 1}‘

2x-3,(x)  2x-3,,()+J, (X)) ([ 2x-3,(x)  J...(X) vn>1
253,00 2x-3,00+3,,00) (2% 3,00 3,,00)

elementar matricial

C"™(x)=C"(x)-C*(x) :(

Para o item (ji), repetiremos o argumento C " (x) =C"}(x) =C™"(x)-C™(x) =
‘Jn+1(x) n+1 J (X)

ey ey L L
v 3,00 e dn || X 2T
(_1) (2X)n—l (_1) (2X)n—1 O
n+l ‘]n+1(x) _ n+1‘]n_(x) n+l ‘]n+1 X) xJ (X)+‘]n+l(x) _1\n+ ‘]n+1(X)
1P e g Y ey | (et e
n+2 ‘]n(X) n+2 ‘]n_l(x) nit _1(X) n+2 2xJ (X)+J (X) i1 J (X)
)y o (e Ll 1 n-1 - —n7/
=) (2x)"+( ) (2x)"* D (2%)" [ j ) (2x)"
n+1 ‘Jn+2(x) n+2 Jn+1(x)
() o
= 30 300 ,n>1.c.q.d.
-1 [—(Zx)” j -D 20"

Situagdo problema Il: Em um artigo cientifico dos anos de 2015, encontramos a seguinte
definicdo: As fungdes polinomiais da forma {Jh'n (X)} ,N e IN , definidos pela seguinte regra
derecorréncia J, \ ,(X) =3, (X)+h(x)-J, ,,(X),n>0 com as
condigdes iniciais J; ,(X) =0,J, ,(X) =1, aonde h(X) é um polindmio arbitrario qualquer,
determina a h(x)-Sequéncia Polinomial de Jacobsthal — h(x)-SPJ. (CATARINO & MORGADO,
2015). J,(x) =0,J,(X) =1 (CATARINO & VASCO, 2015). Decida que propriedades podem ser
generalizadas, tomando como referéncia a situagdo problema l.

Situacdo de ac¢do: O professor devera estimular as atividades dos alunos, com o sentido
de determinar os valores e o comportamento particular, para alguns indices inteiros positivos.
Por exemplo, vendo que N=0..J, ,(X) = J, ,(X) +h(x)-J,, _;(X) . Desse modo, verifica

12043, ,() < 3, (0 = 1

h(x)
No caso seguinte, veremos que N=-1..J, ((X)=J, ,(X)+h(x)-J, ,(X).
D do, d
esse modo, eveverqueO: 1 +h(x)-J _2(X)<_>J _2(X)_ 1 .
h(x) (h(x))
Mais uma vez, o professor devera evidenciar que para o subsequente valor
1 1

=-2.. ‘Jh,fl(x) = Jhﬁz(X)—Fh(X)'Jh’fg(X) <> =- > +h(x)"]h,73(x)'

h(x)  (h(x))

Por outro lado, podera ainda escrever:

1 1
00 T TOayE = N0 In s () 3y (0 = E o
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Os casos particulares inspecionados devem estimular o raciocinio indutivo dos
estudantes (semelhante ao caso anterior). Desse modo, o professor inicia a promog¢ado de um

cenadrio de aprendizagem envolvendo o uso explicito de um modelo matematico.

Situacdo de formulagdo: Agora, com o auxilio da matriz que indicamos por
Crl](x)(x) e C,:(lx)(x), o professor deve estimular a determinagdo de poténcias do tipo
Chioy(X) & C, (X),n >1. De fato, no primeiro caso, deve promover, juntamente com os

estudantes, a determinagao das seguintes matrizes:

e [0 D e (M0 (MW )
h(”(X)_[h(x) J’ 100 (X)_[h(x) h(x)+1j’ 100 (X)_[h(x)(h(x)+1) (2h(x)+1)]' i (¥)=

[h(x)(h(x)+1) (2h(X) +1) jc 50 = h(X)(2h(x) +1) h(x)? +3h(x) +1
h(x)(2h(x)+1) h(x)*+3h(x)+1)" "™ L h(x)(h(x)?+3h(x)+1) (3h(X) +4h(x)+1)

h(x)(h(x)? +3h(x) +1) (3h(x)? +4h(x) +1)

'Ch X 7(X) =
h(x)(3h(x)? +4h(x)+1) 6h(x)? +5h(x) + h(x)* +1j 0

Ch(x)6 (x)= (

B h(x)(3h(X)? + 4h(x) +1) 6h(x)* +5h(x) +h()*+1 | . & ) =
~Lh()(6h(x)? +5h(x) +h(X)*+1) (4h(x)} +10h(X)? +6h(x)+1) ) "® 7
_ h(X)(6h(X)2 +5h(x) + h(X)3 +1) (4h(x)3 +10h(x)2 +6h(x)+1)
~h(x)(4h(x)® +10n(x)% +6h(x) +1) (L0h(X)? +15h(x)? +7h(x) + h(x)* +1) )
Agora, listamos o caso das poténcias matriciais do tipo
Ct:(lx) (x), Cr?(zx) (x), Cr:(sx) (), Cr?x) (x), Cr?(sx) (x), Cr:(ex) (X Cr?(r:() (X),.... De fato,
o professor devera estimular a identificagdo das propriedades invariantes nos casos abaixo.
L4 h)+l 1 _(2h()+1)  h(x)+1
4 —— | A2 h(x)* h(x)* | h(x)’ h(x)*
Ch(x) (x)= hl(X) h(OX) ’Ch(x)(x) = ) 1 1 7Ch(x)(x) = h(x)+1 . 1
h(9™" h(o h(9*" o)™
(h(x)? +3h(x) +1) (2h(x)+1) B (Bh(x)* +4h(x)+1)  (h(x)*+3n(x)+1)
4 4 h 5 h 5
chm= M0 S R W=
_(2h(x)+1) 1 (h(x)*+3n(x)+1) 1
h(x)° h(x)? h(x)* h(x)*
(h(x)® +6h(x)> +5h(x) +1)  (3h(x)* +4h(x) +1)
o h(x)® h(x)° .
Crio ()=  (3h(x)? +4h(x) +1) (h(x)?+3h(x) +1) Creo ()=
h(X)6—1 h(X)G—l
B (4h(X)3 +1Oh(x)2 +6h(x) +1) (6h(X)2 +5h(x) + h(X)3 +1)
h(x)" h(x)’ 3
2 3 2 ’Ch(x) (x) =
(6h(x)2 +5h(x) + h(x)® +1)  (3h(%)? +4h(x) +1)

h()™ h()™
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(h(x)* +10N(x)° +15h(x)> + 7h(x) +1)  (4h(x)° +10N(x)? +6h(x) +1)

h(x)® h(x)°
_ (4h(x)® +10N(x)? +6h(x) +1) (6h(x)? +5h(x) +h(x)® +1)
h(X)Sfl h(X)Bfl

Situagdo de validagdo: Finalmente, por intermédio do modelo de indugdo matematica,
o professor deve estimular aos estudantes no intuito da identificacdo e entendimento das

relagdes que generalizam o comportamento das poténcias das matrizes. Por exemplo, vemos:

C 20y = h(x) 1 _(h(x)-1 1 _(h(x)-1 11
h(x) (X)_[h(x) h(x)+1j_( h(x) (h(x)+1)j_( h(x) 1-(h(x)+1)j

. . -2
O professor deverd, na fase atual, observar a seguinte forma de escrever Ch(x) (x) =

h(x)+1 1 () e L )" s 1

h(X)Z h(X)Z ] ()’ (h(x)+1) (-1 7h(x)2 ) h(x) h(X)3 ‘]h(x),S(X) -1 h(X)Z h(x),z(x)
R SR T N P 1 D™ G

h(X)Z—l h(X)Zfl ( 1) h(X)Z—l 1 h(X)Z—l h(X) h(X)Z ‘]h(X),Z(X) h(X)Z—l h(X)vl(X)

De sorte que, enseja transmitir as formas fechadas para as seguintes leis de formacao:

n _ I«|(X)"]h,n (X) ‘Jh,n+1(x)
Cheo (X)_(h(x)-JhM(x) Jh,n+3(X)J’n21'

_(2n(x)+1)  h(x)+1 -) (1 (-)* a1
o - ()’ ()’ ) h(x) h° N ) h(x) ()’ hima®) (1) h(x)’ 02 (%)
e h(x)+1 N | (-1)?
_ h .
h(x)3—1 h(x)3—1 (X) h(X)S h(X)S—l h(X) h(x)z h(x),Z(X) h(X)271 Jh(x),l(X)
(_1) n (_1) n+1
- h(X)W"]h(x),n+l(X) W"]h(x),n ()
Ch(x) (X) - (_1)n+1 (_1)n+2
h(X)W"]h(x),n x) W'Jh(x),n—l(x)

Situacdo de institucionalizagdo: O conhecimento matematico que o expert devera
convencionar ou fixar (ARTIGUE, 1984, p. 8), seguindo os rituais académicos, indicando o
estatuto cognitivo de um novo saber, rico em rela¢des conceituais. Desse modo, o segundo
teorema, igualmente nao discutido em Catarino & Morgado (2016), serd enunciado, com origem
nos casos anteriormente discutidos. Cabe observar que o professor tem a oportunidade de
inserir, ao universo ou cultura académica dos estudantes, um teorema que se mostra restrito

aos artigos cientificos especializados.
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Teorema: Para qualquer inteiro positivo n =1, podemos determinar que:

| () 3y (X)) Iy (X)
(I) ] B h.n h,n+1
Ch(x) (X) a [h(X) : ‘]h n+1(X) Jh,n+3(x)}

) (_1)n+l

) (=

-J -J
(ii) - B h(X) =———= ()" h(x),n+1 (69 h(X)" h(x),n )

Ch(x) (X) o ( 1)n+1 (_1)n+2
— ]
h(X) —>— h(X)" h(X),n ) h(x) nt “vYh(),n-1 )
(i) 3000 I 1500 =3y g ()% = (<D™ -h()™ .
Demonstracgao. Para o item (i), basta observar que

Ch(x)n+1(x) = Ch(x)n(x) 'Ch(x) (xX) =
. h(x)"]h,nfl(x) Jh,n(x) 0 1 .
U030, (0 3,000 '(h(x) J‘
h(x)- 35 (X) D) I}, 01 (X) + 3y, 0 (X) N0 Jna () Jnea)
(h(X) ‘]hn+1(x) h(X)Jhn(X)+‘]hn+1(X)j [h(x)"]h|n+1(x) ‘]h,n+2(X)j’ ne .

No que concerne ao item (ii), vamos repetir a propriedade anterior, e tomar a seguinte

poténcia matricial e decompor no produto indicado por: Ch’((;)“) () =C 5y (X)- C;(lx) (xX) =

(_l)n . (_l)n+1 .
. h(X)W Ingo.nsa (X) —h(X)n Jneon (X) {% %Jz
h(x )(h(l)) Jhoon (X) %'Jh(x),nl(x) 1 0
( 1)n+1 ‘ (_1)n+1 . (_1)n+1 .
B h(X)W ‘]h(x).n+1(x)+ h( )n ‘Jh(x),n(x) h(x)n+1 Jh(X).n(X) B
(_1)n+2 . ( )n+2 . (_l)n+2 . =
h(X)W ‘]h(x).n (X) h( )_1 h(x),n_l(x) h(X)n+1 ‘]h(x),n+1(x)

(_1)n+1h(x) [W ' ‘]h(x),n+1(x) + W ’ ‘]h(x),n (X)j :]_()](-—;:il ’ ‘Jh(x),n (X)

_ 1
h(X)n+1

(_1)n+2

n+2 1
-1 h(X)( “Jnean (X) + W : ‘]h(x),n—l(X)J W “Ingona(X)

_1\n+l (‘]h(x),n+1 (X) + h(X) ‘Jh(x),n (X)) (_1)n+1 .
- ( 1) h(X)[ h(X)n+2 j h(X)n+1 ‘Jh(x),n (X) -
B _qyn+2 (‘]h(x),n (X) + h(X) Jh(x),nfl (X) (_1)n+2 . -
-1 h(X)( h()™ J h()™ ‘]h(x),n+1(X)

'Jh(x),n+1(x)

(—1)””h(><)(
,VneIN.(c.q.d.)

(‘]h(x),n+2 (X)) (_1)n+1
h(x)n+2 h(X)n+1

(‘]h(x),n+1 (X) (_1)n+2
h(x)n+l h(X)n+1

"]h(x),n (X)

-n™* h(X)(
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Para concluir, no item (iii), basta tomar o determinante da matriz indicada por
det Ch(x)n (x) = det[ch(x) (x) 'Ch(x) (x)- ‘Ch(x) (X)]= det[Ch(x) (x)]- det[Ch(x) (x)]-- ‘det[ch(x) ()]
= (—h(x))-(—=h(x))------ (—=h(x)) - (—=h(x)) = (-D" -h(x)" . Dessa forma, verificamos
que detC, ," (X) ZCE1D)" - h(X)". Por outro lado, pelo item (i), vale que:

d h(x)'\]h'n (X) Jh,n+l(x)
: [h(X) ' ‘]hxn+1(x) ‘]h,n+3 (X)

det C:h(x)n (X) = (_1)n . h(X)n = h(X) '(‘]h,n (X) . ‘]h,n+3 (X) - ‘]h,n+1(x)2)1vn >1.

j =000+ 330 (0)- 33030 =00X) 3y (07 =00 (310033500 = (97

Situacdo problema lll: A partir da relagdo de recorréncia estudada por Erns Jacobsthal,
definida por J, =J,,+2J,,,n>2, e valores iniciais J,=0,J; =1, podemos facilmente
determinar a expressdo explicita para os termos da sequéncia acima, indicada por

J =%,vnen\|.

n

Decida se uma expressao correspondente pode ser verificada, como decorréncia da
definicao de Catarino & Morgado (2016).

Situacdo de acdo: O professor deverd estimular a adaptacdo do mesmo raciocinio que
encontramos no artigo de Horadam (1996). De fato, vamos tomar a rela¢cdo de recorréncia

definida por Catarino & Morgado (2016) e efetuar as seguintes alteragoes:

J..(X) J. (X 1
Iy ma(¥) =3, () +h(X)-J,, y (X)  222 = 14 h(x) -2 =14 h(X) -
a0 = Ing Q0000300 2. T =109 -8 <1400 3

‘]h,n—l(x)
Repetiremos um argumento anterior, definindo o quociente
J X
tn+1(x)=M,n20
‘]h,n(X)

Logo em seguida, determinamos que:

tm(x>=1+h<x>-%etml(x)tml(x) —t,.,() +h(x)

n
Mais uma vez, se assumirmos que existe o seguinte limite limt_ (x) =t(x) veremos
n—oo

ainda que:

M (8,09, (00) = M (£,.4(9) + () = 1M (t,.,(x))+ h(x) - 1(X)? ~t(x) ~h(x) =O0.

Agora, considerando a equagio t(X)> —t(X)—h(x) =0 poderemos determinar uma
expressdo para as raizes correspondentes e designadas por a(X),ﬂ(X) de sorte que,
observamos as seguintes relagdes a(X)+ A(X)=-La(x)- S(X)=—h(X). Desse modo,
podemos assumir que a(X)*=a(X)+h(X)=a(x)-1+h(X)-1. Ou ainda, observamos também
a(X)® = a(X)a(x)* = a(X)* + a(x)h(x) = a(x) +h(x) + a(X)h(X) = a(X) - (L+h(X)) + h(x)-1. Com
isto, podemos ainda determinar que ocorre (X)* =a(X)(a(X)(1+ h(X))+h(X))=
=(a(x) +h(x))- @+h(x)) + h(x)a(X) = a(x) + a(X)h(xX) +h(x) + h(x)* +h(X)er(X) . Desse
modo, verificar que a/(X)* = a(X)(1+ 2h(X)) + h(X)(1+h(x)) = a(X) 0.4 () +0(X) I} 5(X) -
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Sucessivamente (e indutivamente), devemos determinar a seguinte relacdo recursiva

a(X)" = a(X)Jy 0,0 (¥) +0(X) Iy 0,01 (X) -
v v 1+ 1+h(x)? ,B(x):l_“llJr h(x)?

Por outro lado, podemos verificar que a(X) = > 5
Determinamos a seguinte expressdo a(X)— S(X) = 1,1+ h(x)? . Por fim, empregando a
mesma propriedade para a outra raiz B(X)" = B(X)J; 0 (X) +N(X)J; 01 (X), obteremos o
seguinte sistema de duas equacdes a(X)" =a(x)J hOOn (X) +h(x)J h()()’ml()()
/B(X)n = IB(X)‘Jh(x),n (X) + h(X)‘Jh(x),n—l(X)
Efetuando a diferenca das expressdes acima no sistema, verificamos a(X)" — S(X)" =
= a(X) I 0.0 () +D(X) 1001 (X) = BRI 090 (X) D) T 5002 (X) = (@(X) = B(X)) - Iy (X) -
g PO _abd O
’ a(x)—B(x) J1+4h(x)

Finalmente, efetuando as substituicdes dos indices correspondentes, verificaremos

Por fim, determinamos que J

ainda:
11
R % PO G By B COM 1 CO M 1 BX)"—a()" _
neon a(x) - B(X) a(X)=BX)  (a(XNBO)" (a(x)—L(X)
D™ a0 =B ()™ , (D™
- h(x)n (a(X)—ﬂ(X)) - h(X)n ‘]h(x),n(X)"Jh(x),—n(X)_ h(X)n Jh(x),n(x)'

Assim, a resposta ao questionamento indicado na situagdo problema Il é afirmativa e
que foi indicada anteriorment%por ) a(x)" —,B(X)”
X) = .
h(x),n
a(X) — B(X)

Por outro lado, o processo semelhante que comentamos no inicio do trabalho, de

extensdo ao campos dos indices inteiros, também ¢é vdlido para a sequéncia polinomial
generalizada, discutida por Catarino & Morgado (2016), cuja expressdo foi verificada como
sendo indicada por

(_1)n+1

Jhoon x)= W

“Jhoon (), N=0.

Situacdo de institucionalizag¢do: Na situagdo (ll1), todos os argumentos anteriores, no que
concerne a determinagdo do termo geral e da extensdao ao campo dos inteiros, que foi indicada
no caso da sequéncia original de Jacobsthal, sdo generalizados para a familia de h(x)-polinémios
de Jacobsthal. Ademais, alguns dos argumentos abordados sdo circunscritos ao universo de
discussdo de artigos cientificos de Matematica Pura ou Aplicada. Tal discussdo, promovida pelo
professor, devera atuar no sentido da compreensado da ininterrupta evolugdo das teorias e

modelos matematicos.
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6. Alguns elementos na valida¢ao de ED

No bojo das preocupacgdes do professor-pesquisador com as respectivas producdes dos
estudantes sdo previstas, numa ED, uma etapa de validagdo interna da sequéncia didatica, bem
como uma etapa de validagdo externa. A primeira envolve “uma descri¢cao genérica da classe ou
das condutas e tipos de produgdo majoritdrias na classe, estudo de sua evolugdo e verificagao
de sua adequacdo no que concerne ao esperado dos estudantes” (LABORDE, 1997, p. 105).
Laborde (1997, p. 105) explica que a validagdo externa envolve uma comparacdo das produgées
dos estudantes antes ou ao longo da sequéncia, ou ainda apds experimentacdo em sala, o que
pode ocorrer por meio de entrevistas individuais ou em grupo, bem como por meio de
questionarios. E, também, por meio da comparac¢ao de produgdes externas, envolvendo outros
alunos ndao submetidos a mesma sequéncia estruturada de ensino abordada na secdo

preliminar, ou ainda dados provenientes de outros estilos de investigagao.

Desde que, desenvolvemos uma abordagem (tedrica) descritiva, das duas fases iniciais
(analise preliminar, andlise a priori e concepg¢do de situagdes), com o amparo da ED2,
acentuamos caracteristicas particulares envolvendo propriedades matematicas derivadas da
h(x)-sequéncia polinomial de Jacobsthal. Desse 0 modo, a situacGes apresentadas podem suprir
a necessidade de acesso, por parte de professores que atuam no locus académico,
relativamente a determinados conteudos matematicos que, em nosso assunto discutido,

encontram-se abordados em um circulo cientifico estritamente limitado.

De modo simplificado, a tabela abaixo podera ser discutida e explorada com o grupo de
estudantes. O professor devera assinalar o periodo ou percurso temporal evolutivo
(matematico) histérico, desde a descrigdo da sequéncia original e, suas formas generalizadas
(derivadas), sobretudo, com apelo ao modelo das fungdes polinomiais e propriedades matriciais
que, em decorréncia de seu uso, sobretudo no estudo da generalizagdo da sequéncia de
Fibonacci, na década de 60, passou a repercutir no modelo generalizante de varias outras
sequéncias numéricas (ALVES & CATARINO, 2017a).

A tabela abaixo podera auxiliar ao professor no intento de institucionalizar, no sentido
de Brousseau (1986), no grupo de estudantes um processo evolutivo, recorrentemente,
desconsiderado por parte dos livros de Histéria da Matematica, e que pode enriquecer a cultura
académica matemadtica de graduagao que, como mencionamos preliminarmente, costuma

acentuar aspectos frivolos e episddicos sobre o uma trajetéria evolutiva de certos assuntos.

Tabela I: Quadro simplificado sobre o processo evolutivo e de generalizacdo das

definicoes matematicas formais decorrentes do modelo de Jacobsthal.

Descri¢ao e definicao formal Representac¢ao polinomial e matricial derivada da
sequéncia de Jacobsthal
J,=J3,,+23, ,,n=2 Ja(X)=J,(x)+2x-J,,(X),n>0. (HORADAM,
J,=0,J, =1. 1996; 1997)
(JACOBSTHAL, 1919) Jna () =3, (x) +h(x)-J,;(x),n >0 (CATARINO &
MORGADO, 2016)
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2n _ (_1)[1
J,=———,VnelN n_ n
3 Jhoon (X) = a(X)” = p(x) , para inteiro n > 0.
3, (X)= a(X)" - B(x)" a(x)—B(x)
2x,n A\ a(X) — B(X) (CATARINO & MORGADO, 2016)
(HORADAM, 1996: 1997) h(x) uma funcéo polinomial qualquer.
_ (_1)”*1 (_1)n+1 *
= on I Jneo.n(X) = W'Jh(x),n (). (*)
01 0 1 0 1
C:( j CZX(X):[ J ’Ch(x)(x):( j
2 1 2x2 2X 1 2x2 h(X) 1 2x2
(CATARINO & MORGADO, 2016)
Co(x) e Cj,,(X),com n>0. Cr(x) e C .l (X),com n>0. (%)
Jom(¥) =3, 10 () +2%- 3, 0 (X), 5 [1 Oj 5 (s 2)
an,n:].,z,B,...,m_l. ° 0 1 2)(2, ' t 0 2x2
(DJORIJEVIC, 2000) (UYGUN, 2016)

Fonte: elaboracdo dos autores.

Podemos ainda observar os recentes trabalhos introduzidos por Uygun & Uslu (2016) e
Uygun & Uslu (2013; 2015) que introduzem e generalizaram a nog¢do de sequéncia recorrente

matricial de Jacobsthal. Vejamos uma ultima definicdo.

Defini¢do 7: Vamos considerar $>0,t#0,5°+8t>0,n>1 um inteiro qualquer. A

seguinte recorréncia J3,,,(S,t) =s- 3, (s,t) +2t- 3, (S, t) com valores iniciais indicados por

- 1 0) . s 2)(UYGUN & USLU, 2015).
So($0=| 5 ([S6G0=

A definicdo anterior constata que a pesquisa atual sobre sequéncias recorrentes
matriciais de Jacobsthal preservam o interesse de especialistas em varios paises e tais
informagdes constituem elementos importantes para a constituicdo de uma cultura prépria do
professor de Matematica, envolvendo elementos de ordem histdrica e epistemoldgica (ALVES,
2018).

7. Consideracoes Finais

Nas se¢Oes passadas, abordamos os elementos essenciais e fundantes que deve
proporcionar um planejamento sistematico de uma etapa de preparagao, tendo com o escopo
a realizacdo de uma transposicdo didatica com o tema envolvendo a sequéncia recorrente dos
h(x)-polindbmios de Jacobsthal. Com origem em um rapido expediente de apreciacdo de um
conjunto de seis definicGes matematicas formais, constatamos que, com origem no modelo
numérica da sequéncia de Fibonacci, varios outros matematicos profissionais, dentre eles, Erns
Jacobsthal, se interessaram pelo processo de generalizagdo de sequéncias numéricas
emblematicas, dentre elas, acentuamos propriedades, costumeiramente, negligenciadas pelos
autores de livros de Histéria da Matematica (ALVES, 2016c; 2016d; 2018).
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Desse modo, a partir de uma distingdo necessdria e fundamental de uma ED1, que
evidencia maior preocupa¢do com a modeliza¢cdo e a¢do do estudante, ao buscar acumular
conhecimentos sobre os processos de aprendizagem envolvidos no ensino de determinados
contetdos matematicos, optamos pelo desenvolvimento e descritivos para uma ED2, posto que,
a mesma, manifesta maior atencao ao processo de modelizacdo, descricdo e planejamento de
acao e transposicao didatica do professor e, em nosso caso, restringimos nossas consideracdes
a um conjunto de propriedades derivadas dos h(x)-polinémios de Jacobsthal, discutidos, com
varios aspectos de ineditismo, no trabalho de Catarino & Morgado (2016), que introduzem na

literatura uma forma generalizada de uma sequéncia recorrente polinomial de Jacobsthal.

Ademais, algumas das propriedades discutidas e verificadas por indugdao matematica,
com origem nas situacdes apresentadas, ndo foram discutidas e pormenorizadas por Catarino &
Morgado (2016). Ndo obstante, envolvem um conhecimento compativel para ser abordado em
uma disciplina de graduagdao em Matematica, cujo interface com a Histéria da Matematica se

mostre mais acentuado.

Como mencionamos nas se¢les precedentes, o conteudo matematico em foco,
originalmente, pode ser encontrado em escritos académicos de Matemdtica Pura e Aplicada
(BERGUM, BENNETTT, HORADAM & MOORE, 1985; CERIN, 2007a; 2007b; COOK & BACON, 2013;
DJORJEVIC, 2000; FREY & SELLERS, 2000; HORADAM, 1996). Por conseguinte, as situacoes
problemas apresentadas, com o balizamento da TSD, devem permitir um roteiro para uma
transposicdo didatica do professor que atua no /ocus académico, e, de modo particular, para

uma acao no contexto da investigacdo em Histdria da Matematica.

Por fim, assumimos em nossos trabalhos o carater de imprescindibilidade de transmitir
aos estudantes o entendimento sobre os processos e engendramento das condi¢des histdricas
e epistemoldgicas que concorreram para a evolugdo progressiva e ininterrupta dos conceitos
cientificos matematicos. Ndo obstante, a despeito da importancia inconteste do componente
histdrico, o professor ndo pode descuidar, ainda, de veicular, transmitir em sua sala de aula,
informacGes acerca do estadio atual e hodierno dos mesmos. Tal ponto de vista fortalece a
compreensdo sobre um processo evolutivo ininterrupto e contiguo da Matematica. E, em nosso
caso, com o amparo de uma ED2, teremos uma trajetéria definida para o ensino das h(x)-fun¢ées
polinomiais de Jacobsthal.
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