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Resumo: Apresentamos um modelo fisico baseado em conceitos de mecanica classica para
analisar o movimento de uma pessoa que deseja lancar-se de um balanco em movimento e
determinamos quais devem ser as condicdes de posicao angular e altura para que este salto
ocorra visando determinar a maior distancia horizontal alcangada no langamento. Como uma
aplicacdo do modelo obtido, sugerimos um experimento para uso em laboratdrio didatico onde
se promove um movimento andlogo ao do balango, através de um péndulo fisico, de um
eletroima e de uma esfera metalica. As medidas das grandezas fisicas envolvidas na experiéncia
foram feitas através da técnica da video-andlise e corroboram as previsGes tedricas para a
medida do alcance horizontal da esfera ao fim da trajetdria, com um desvio inferior a 4,5%.
Palavras-chave: Mecanica, Projétil, Modelagem.

Abstract: We present a physical model based on concepts of classical mechanics to analyze the
movement of a person who wishes to launch herself from a moving see-saw and determine what
should be the conditions of angular position and height for this jump to achieve the greatest
horizontal distance. As an application of the obtained model, we suggest an experiment for use
in didactic laboratory where a movement similar to that of the swing is promoted through a
physical pendulum, an electromagnet and a metallic sphere. The measurements of the physical
quantities involved in the experiment were made through the technique of video analysis and
corroborate the theoretical forecasts for measuring the horizontal reach of the sphere at the
end of the trajectory, with a deviation of less than 4.5%.

Keywords: Mechanics, Projectile, Modelling.

1.Introducao

A mecéanica do movimento real é algo bastante complexo, mas, através de algumas
simplificacGes, podemos descrever inUmeros casos cuja proximidade com a realidade validam
os modelos utilizados. Seguidamente usamos equag¢des de queda livre para descrever uma
esfera caindo ao solo, pois a resisténcia do ar pode ser ignorada, desprezamos a massa de um
fio, porque a massa da esfera de um péndulo é muito superior e por ai seguem os inUmeros
exemplos. Ao transpor estas simplificagdes para um curso de fisica, devemos ficar atentos para
nao recairmos sempre nos mesmos exemplos que fogem a realidade, como simples caixas que
se movem, com ou sem atrito, molas penduradas etc. S3o muitos os casos que podemos dar um
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passo além em nossos exemplos, com propostas mais realistas, seja através de raciocinio
matemadtico ou através do uso de tecnologias (ROCHA et al, 2014; LANG; LEVIN, 2004;
GUADAGNINI et al, 2011).

Este trabalho apresenta uma andlise mecanica sobre o movimento de um projétil
acoplado a um péndulo fisico, similar ao movimento de uma pessoa em um balanco. Importante
lembrar que o movimento de um projétil langcado obliquamente a partir de um péndulo fisico
ndo é totalmente equivalente ao movimento de uma pessoa em um balango. Esse tipo de
simplificagdo cabe numa sala de aula com ressalvas feitas pelo professor, se devidamente
acompanhado das discussGes necessarias sobre a validade dos modelos tedricos frente aos
resultados experimentais. Obviamente, o sistema tratado teoricamente aqui é pontual e ndo de
corpo extenso. Como ilustracdo para uma pratica didatica experimental neste campo, propomos
o seguinte problema: quais as melhores condicdes fisicas para o desacoplamento de um projétil
preso a um péndulo fisico quando se deseja alcangar a maior distancia horizontal ao final do
movimento? Os objetivos de realizar esta pratica didatica sdo: o de proporcionar um raciocinio
mais complexo do que o simples balancar de um péndulo ou de um lancamento de projétil
através de um canhao e estimular a visao critica dos educandos frente a relagdo modelo teérico
versus experimentacdo (VEIT; TEODORO, 2002), (BRANDAO et al, 2008). A pratica proposta
oferece um exemplo mais elaborado que aqueles tratados inicialmente em um curso de fisica,
promovendo um encontro entre diversos conteldos da mecanica cldssica e a experimentacdo
através da video-andlise (JESUS; SASAKI, 2015), (SILVIA; SANABRIA, 2018), (ALLAIN, 2016), (KLEIN
et al, 2014). Cabe lembrar que mesmo sendo comum encontrarmos exemplos de saltos de
balango em parques e pragas, esta brincadeira é perigosa, arriscada e ndo deve ser executada,
principalmente por criangas.

2.0 lancamento do projétil

E facilmente demonstrado em um curso de cinematica que ao desconsiderarmos a
resisténcia do ar, o movimento de um projétil é descrito pelas equacées (TIPLER, 2000):

X=Xg+ vyt (1)
sendo x a posi¢cdo horizontal em fungdo do tempo t transcorrido desde o langamento, xo a
posicdo horizontal inicial, vx = vo cos 8 é a componente da velocidade na direcdo horizontal que,
devido a auséncia da resisténcia do ar, se mantém constante igual ao seu valor;
_ 1 2
Yy=Yotvoyt—3g-t (2)
onde y é sua posicdo vertical em funcdo do tempo t, yo sua altura no momento do langamento,

voy sua velocidade inicial na dire¢do y e g = 9,8 m/s?, a aceleracdo da gravidade.

Em um curso de fisica, utilizamos estas duas equac¢des para demonstrar que o alcance de
um projétil, cuja altura final (y) é igual a altura inicial (yo), € dado por

vE .
X =—sin 260 (3)
g

o que determina um maior alcance para o angulo de 45°. Vamos, aqui, fazer nossa primeira e
mais simples consideracao: a crianga sai de uma determinada altura e chega no chao. Desta
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forma, vamos determinar o alcance de um projétil cuja altura final é y = 0, mas a altura inicial
tem yo > 0. Desta forma, o alcance é dado por:

_ v , 29Yo
X = 20 sin 26 (1 + 1+ 22 sin? 9) (4)

Para yo = 0, retornamos para a equacgao original, entretanto, para valores diferentes de

zero temos uma varidvel extra no problema. Quanto maior o valor de yo, maior o alcance do
projétil e menor o angulo necessario para a obtencdo deste alcance. Para valores de vg?
numericamente igual a 2g, variando o valor da altura inicial, obtemos os valores da tabela 1.

Tabela 1: Valores de y, (m) e do dngulo @ (rad) para a expressédo (4) com ve*=2g.

yo (M) 0 0.1 05 1,0
0 (rad) 0,7854 0,7615 0,6846 0,6152

A tabela 1 mostra que quanto maior a altura de lancamento de um projétil, menor serd o
angulo necessario para atingir o alcance, entretanto, como veremos na se¢do seguinte, onde
trataremos a questdo do balangco como um péndulo, ndo apenas a altura da crian¢a depende do
angulo do balanco, mas também a velocidade de langamento e as posi¢Ges angulares, inserindo
novas variaveis ao problema.

3.0 movimento pendular

Vamos considerar o movimento do balango como se tivéssemos um péndulo oscilando.
Considerando a figura 1, h corresponde a altura do balangco com relacdo ao solo, L é o
comprimento da corda que prende o balango e () é o dngulo de salto da pessoa.

solo

L sen(0)
o X, X

Figura 1 — Movimento pendular do balango até o dngulo (6) e o langamento que se segue com

as grandezas iniciais de interesse. Desenho apenas ilustrativo sem compromisso de escala.

Fonte: Autores.

Vamos iniciar esta etapa da analise com as devidas considera¢des sobre a conservacdo de
energia, afinal de contas, a velocidade de salto da crianga sera determinada pela energia cinética
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que ela ganhou, transformando sua energia potencial gravitacional do inicio do ciclo de
movimento. Vamos considerar 6o como o angulo maximo obtido e, consequentemente, a altura
da crianga com relagdo ao solo serd dada por h+L(1- cos 6o). A equagdo de conservagido de
energia (TIPLER, 2000) nos diz que, no caso de nao haver forca externa ou perdas por atrito
(casos idealizados aqui):

Ki + Egi = Kf + ng (6)

onde a energia cinética da crianca no momento inicial é nula, pois este € o momento de maior
altura do balanco, ficando com:

mg[h + L(1 — cos§,)] = %mvz + mg[h + L(1 — cos 6)] (7)

Chamaremos v = vp para manter a nomenclatura da sec¢do anterior, pois esta serd a
velocidade inicial do salto da crianga. Desta forma, a equacgéao para a velocidade do lancamento,
como func¢do do angulo de lancamento fica sendo:

vy = +/2gL(cos 8 — cos ) (8)

Em (8), se tivermos o valor de zero para o angulo (8), a velocidade sera a maxima possivel
para cada angulo de lancamento (8o) dado, o que corresponde ao ponto mais baixo da trajetdria.
E importante lembrar a relacdo entre o angulo de lancamento no péndulo e a altura de tiro
designada na sec¢do sobre o projétil:

Yo =h+ L(1 —cos8) (9)

Reunindo estas equagbes, obtemos uma nova equagdo para o alcance como fung¢do do
angulo de langcamento (8),

h+L(1—cos6)
L(cos 8—cos 6,) sin2 0

X = L(cos 6 — cos B) sin 26 [1 + Jl + (10)

Ainda é necessario fazer uma ultima consideragdo para o salto. Este alcance é dado a
partir do momento do salto, mas como o balango estara deslocado da origem no momento do
salto, faz-se necessdrio incluir uma corre¢ao com relacdo a posicdo horizontal do balango. Assim,
a equagao fica:

h+L(1-cos @)
L(cos 8—cos 6;) sinZ 6

X =x9+ L(cos @ — cos8;) sin 26 [liJ1+ (12)
onde xo = L sen (0).

Considerando por exemplo L=1,8 m e h = 0,80 m, podemos observar o comportamento
do alcance previsto através da expressdo (11) na figura 2.
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Figura 2 — Alcance previsto através da expressdo (11) em funcgdo do dngulo de langcamento (6) e

da posicdo angular inicial do balango (6). Fonte: Autores.

Na figura 3, podemos ver o comportamento linear do alcance em fung¢ao do angulo

inicial de soltura do balancgo (8o), para um angulo fixo de langamento escolhido aleatoriamente

para ilustrar o comportamento do alcance.
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33

Alcance (m)

20

14

1.0

3.0

25
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1.0 1.2 14 16
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Figura 3 — Alcance previsto através da expressdo (11) em fungdo da posi¢cdo angular inicial do

balanc¢o () para 6= 0,5 rad. Fonte: Autores.

E possivel verificar facilmente, através das figuras 2 e 3, que a posicdo inicial do balanco

vai determinar o alcance da particula, como diz a intuicdo de uma crianca. Quanto maior for a

altura inicial do balango, maior sera a energia potencial gravitacional no momento inicial e, por

fim, maior serad a energia cinética no momento do lancamento. Um estudante que pretenda

resolver o problema de langamento obliquo certamente apontard o angulo de 45° como o

melhor dangulo de langamento, entretanto, o que o problema apresenta, é uma forte relagao

deste angulo étimo para langamento com a posicdo inicial do balango. Ainda, o angulo de

lancamento da crianca também determina os valores de xo e yo, Uma vez que o balango esta em
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movimento, influenciando no resultado final. Para um tratamento mais detalhado e extenso do
problema, indica-se a leitura de (SHIMA, 2012).

4.Experimento de aplicacao por video-analise

Apresentamos um exemplo de aplicacdo do modelo proposto anteriormente através da
analise de videos de um experimento constituido de um péndulo e uma pequena esfera metalica
presa a haste do péndulo por um eletroima energizado. O péndulo simula o movimento do
balanco e a esfera simula a pessoa saltando do balanco.

Um quadro do video analisado pelo uso do programa Tracker se encontra na figura 4. E
possivel visualizar os eixos coordenados, a trajetéria do projétil antes (circular) e apés
(parabdlica) a soltura, uma haste horizontal fixa, o eixo de rotacdo, o eletroima na extremidade
da haste mdvel, uma régua que serve de referencial de tamanho, a esfera e um batente que é
fixo na haste horizontal e que serve para posicionar a haste mével sempre com o mesmo angulo
inicial de langamento (6o). O sistema péndulo fisico é feito de uma haste retangular de aluminio
com drea da base de 1,0 cm2 e 40,0 cm de comprimento (L), medida que corresponde a distancia
entre o eixo de rotacdo até a superficie da esfera de a¢o que possui massam=(4,7+0,1)ge
didmetro d = (9,15 + 0,01) mm. No ponto mais baixo da trajetdria, o centro de massa da esfera
estd a 14,0 cm de altura (h), medida do centro da esfera até um raio de esfera de distancia da
superficie do solo. A haste cilindrica de aco mdvel que sustenta o eletroima com a esfera e passa
pelo eixo de rotacdo tem 1,0 m de comprimento e drea da base de 1,0 cm2. Os angulos seguem
a nomenclatura descrita na analise tedrica, onde (6 ) é o angulo da haste do péndulo no
momento do lancamento e (8o ) é o angulo de abandono da esfera (velocidade nula) no ponto
onde ela tem a maior energia gravitacional em toda a sua trajetéria presa ao eletroima. O
eletroima que prende a esfera ao péndulo foi construido para este experimento e possui um
enrolamento de 100 espiras de um fio de cobre esmaltado de 1,0 mm de didmetro (fio de sucata
de transformador) com um ntcleo de ferro de 10,0 cm de comprimento e 1,0 cm de didmetro
(parafuso de sucata). A bobina foi alimentada por uma fonte de energia que fornece 9,0 volts e
1500 mA (também sucata).

O registro do movimento foi feito por uma maquina fotografica marca Samsung modelo
ST65 (ajustada a um tripé) com capacidade de 24 quadros por segundo com 14,2 megapixel. O
plano da lente da camera foi colocado paralelo ao plano do movimento e a distancia entre os
planos foi de 1,0 m. A andlise foi realizada utilizando o software livre Tracker®. Para maiores
detalhes sobre o uso do software, recomendamos a leitura de (WRASSE et al, 2014).

! Disponivel em: (http://www.cabrillo.edu/~dbrown/tracker/).
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Figura 4 — Quadro do video analisado pelo programa Tracker mostrando os pontos da
trajetdria do projétil enquanto acoplado ao péndulo (balango) e apds o salto. O alcance
mdximo da esfera é fungdo das grandezas L, h e os dngulos e Go.

0,65 Modelo
¢ Experimental *
*» ¢ 'S

0,60 |-
E 055}
@
2
s 0,50 - 4 .
<

0,45 |-

0,40 -

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0

Angulo de Langamento (Fad)

Figura 5 — Valores de alcance encontrados através da técnica de video analise para alguns
angulos de langamento #e Ho =0,9942 rad (fixo em todos os oito langamentos). A linha
continua representa os valores extraidos da expressado (11) do modelo tedrico para o mesmo
valor #0 =0,9942 rad e fentre 0,1 e 0,9 rad com passo de 0,1 rad. Fonte: Autores

Para cada langamento, a esfera foi colocada numa posi¢do angular inicial (84) que conferia
ao sistema uma energia potencial gravitacional inicial igual para todos os oito langamentos
analisados aqui. Cada langamento foi obtido depois da esfera passar pelo ponto mais baixo da
trajetdria, o experimentador, através de uma chave simples, cortava a corrente no bobinado,

proporcionando assim o abandono do corpo em um determinado angulo inicial da fase de
lancamento (6). Ao seguir sua trajetdria “livre” a esfera colidia com o solo no ponto de alcance
maximo horizontal. Todo este movimento foi filmado e foram determinadas as grandezas fisicas
angulares (@ e 60) e o alcance X. Uma vez experimentalmente determinadas estas grandezas,
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para cada langamento, por video analise, foi possivel utilizar a expressdo (11) para o alcance
tedrico em fungdo de L, h, 8e Bo. O comparativo entre o resultado do modelo tedrico e os dados
experimentais para o alcance em funcdo do angulo de langcamento (&) pode ser visto no grafico
da figura 5. O maior desvio encontrado entre o resultado do modelo e o dado medido foi de
4,5% para € =0,8639 rad e fo =0,9942 rad. A figura 5 apresenta os dados obtidos através do
experimento comparados com o modelo apresentado neste trabalho.

E importante salientar que o experimento traz uma barra oscilante, o que configura um
péndulo fisico com uma importante quantidade de massa na barra, entretanto, ao substituirmos
as equacdes do péndulo simples pelas equag¢des do péndulo fisico, recaimos na mesma equacgao
para a velocidade de langamento da esfera. A equac¢do deveria contar com uma energia
potencial gravitacional inicial e final (considerando a altura do centro de massa), além da energia
de rotacdo da barra, dada por Krot= 1/2 lw?, onde 0 momento de inércia para uma barra é dado
por | =% mL? e a velocidade da extremidade da barra é dada por v = wL ou w = v/L. Com isso,
KRot= 1/4 mv2 e:

1 1
mlgh()l + nghoz = mlghl + nghz + Emlvz + Zmzvz (12)

onde chamamos de m; a massa da esfera e m, a massa da barra. Sendo ainda h; e h;, as alturas
inicial e final da barra, que, relacionadas com a altura h e a posicao da barra, levam a equacao:

mygL(cos@ — cosBy) + myg {[h + L(1 —cosf,) + %cos 90] — [h + L(1—cos@) +

Lasa - (22 s

gue pode ser reorganizada como:

mygL(cos@ — cosBy) + m,g {[—L(cos 6,y) + %cos 90] — [—L(cos 0)+ %cos 9]} =

2
() 2 (14)
chegando a:
mygL(cos 6 — cosb,) + %ngL(cos 6 —cosfy) = (w) v? (15)

e, por fim, chegamos ao mesmo resultado obtido na equacdo (8). Este resultado torna-se de
grande relevancia, pois apresenta-se de forma contrdria a uma intuicdao de que o angulo de 45°,
obtido em um langamento obliquo simples serd o de maior alcance, inserindo uma variavel no
problema, relacionada a posicdo inicial do balanco.

5.Consideracoes finais

Apresentamos o tratamento matematico envolvido com a descricdo fisica da mecanica de
um sistema oscilatdrio idealizado que pode ser usado como ponto de partida para explicar o
movimento real de uma pessoa que depois de estar em movimento em um balanco, resolve
pular deste e medir seu préprio alcance horizontal em funcdo das grandezas fisicas envolvidas.
O sistema fisico dado como exemplo e analisado por video mostra que é possivel aproximar
teorias fisicas da mecanica de exemplos encontrados com facilidade no cotidiano.
Apresentamos aqui um exemplo mais elaborado que aqueles apresentados em um curso basico
de fisica, mesmo universitdrio, promovendo um encontro entre diversos conteidos da mecanica
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cladssica e as novas tecnologias educacionais, proporcionando um incremento do laboratdrio
didatico com relativo baixo custo.

A continuidade deste trabalho devera conter a aplicagcdo da atividade em sala de aula,
avaliando a compreensdo dos alunos sobre o sistema e sobre a relacdo entre o modelo tedrico
e a experimentacdo, buscando verificar como os objetivos aqui propostos podem ser atingidos,
suas possibilidades e dificuldades, além de propor uma sequéncia didatica onde esta atividade
esteja inserida em meio a um conjunto de aulas planejadas em sintonia com estes objetivos.
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